
7.7   多元函数的极值及其求法

一、 多元函数的极值

二、 条件极值,Lagrange乘数法
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    设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 的某邻域内

有定义，对于该邻域内异于 ),( 00 yx 的点 ),( yx ：

若满足不等式 ),(),( 00 yxfyxf < ，则称函数

在 ),( 00 yx 有 极 大 值 ； 若 满 足 不 等 式

),(),( 00 yxfyxf > ，则称函数在 ),( 00 yx 有极

小值；

极大值、极小值统称为极值. 

使函数取得极值的点称为极值点. 

第七节 多元函数的极值及其求法
一、多元函数的极值及最大值、最小值

1．多元函数极值的定义 （以二元函数为例）

可类似定义 n 元函数 u=f (x1， x2，… ，xn) 的极值
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极大值、极小值统称为极值.


使函数取得极值的点称为极值点.
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例1
2 2

(0,0)
z x y= +函数

在 处有极小值．

例２

处有极大值．在

函数

)0,0(

22 yxz +−=

例３

处无极值．在

函数

)0,0(
xyz =

x y

z

o

旋转抛物面

锥面

双曲抛物面（马鞍面）
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双曲抛物面（马鞍面）

用截痕法讨论：
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( ) ( )2 2z y x y x y x x y′ ′= − = + ⋅ − =
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定理 1（必要条件）

设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 具有偏导数，且

在点 ),( 00 yx 处有极值，则它在该点的偏导数必

然为零：  0),( 00 =yxf x ，  0),( 00 =yxf y .

2、多元函数取得极值的必要条件

不妨设 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 处有极大值, 

则对于 ),( 00 yx 的某邻域内任意 

≠),( yx ),( 00 yx  都有 <),( yxf ),( 00 yxf , 

证

故当 0yy = ， 0xx ≠ 时， 有 <),( 0yxf ),( 00 yxf , 


定理1（必要条件）
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故当 0yy = ， 0xx ≠ 时， 有 <),( 0yxf ),( 00 yxf , 

说明一元函数 ),( 0yxf 在 0xx = 处有极大值,

必有       0),( 00 =yxf x ; 

类似地可证    0),( 00 =yxf y .

推广 如果三元函数 ),,( zyxfu = 在点 ),,( 000 zyxP
具有偏导数，则它在 ),,( 000 zyxP 有极值的必要条

件为

        0),,( 000 =zyxf x ，    0),,( 000 =zyxf y ，

       0),,( 000 =zyxfz .

仿照一元函数，凡能使一阶偏导数同时为零
的点，均称为函数的驻点.


故当
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推广 如果三元函数
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注（1）函数的驻点不一定是极值点，例如，点(0，0)
是函数z=xy的驻点，但函数在该点并无极值。

（2）函数的极值点不一定是驻点，偏导数不存在的
点仍可能为极值点。

处的偏导数不存在。但它在

处取得极大值，在）中例（

)0,0(
)0,0(1 22 yxz +−=

（3）可能极值点： (i)驻点（ii)偏导数不存在的点

定理 1 设函数 ),( yxfz = 在点 ),( 00 yx 具有偏导

数，且在点 ),( 00 yx 处有极值，则它在该点的偏导

数必然为零：  0),( 00 =yxf x ，  0),( 00 =yxf y . 


定理1设函数
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若偏导数存在，极值点处的切平面平行于xoy面。

问题：如何判定一个驻点是否为极值点？

0 000 0 00= ( ) (( , ) ) ) 0( ,x yf x y f xz z x x yy y− − + − =

0 0

4 ( , )
( , )
z f x y
x y
=（ ）几何意义：若 的偏导存在，

且 为极值点

0 0 0 0( , ) ( , ) 0x yf x y f x y⇒ = =

0z z=即：

0 0 0  ( ,  ) ( , ,  )z f x y x y z=则曲面 在 处的切平面方程为：
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3．极值的充分条件

定理２ （充分条件）设函数 z=f (x，y) 在 点 (x0，y0)
的某邻域内连续且有一阶及二阶连续偏导数，

（3）AC－B2 = 0时可能有极值，也可能没有极值，

需要另作讨论

证明需用到多元函数的泰勒公式，证略

（1）AC－B2 > 0时具有极值，且当A<0时有极大值，

当A > 0时有极小值；

（2）AC－B2 < 0时没有极值

又fx(x0，y0)=0，fy(x0，y0)=0，令 fxx(x0，y0)=A，
fxy(x0，y0)=B， fyy(x0，y0)=C，则f (x，y)在(x0，y0)处
是否取得极值的判定条件如下：
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4．求极值的步骤

设f (x，y)的二阶偏导数连续

（1）求驻点，即解方程组 fx(x，y)=0，
fy(x，y)=0；

（3）依定理判断.

（2）在每个驻点处求 A，B，C；

2 0 .AC B− =若 或偏导不存在，则用定义判别
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例1   求函数f (x，y)= x3－y3+3x2+3y2－9x的极值

解：先解方程组






=+−=

=−+=

.063),(

,0963),(
2

2

yyyxf

xxyxf

y

x

求得驻点为(1，0),(1，2),(－3，0),(－3,2).

再求出二阶偏导数
fxx(x，y) = 6x+6，fxy(x，y)=0，fyy(x，y)=－6y+6

在点（1，0）处，AC－B2 = 12·6 > 0，又 A>0，
所以函数在（1，0）处有极小值 f（1，0）=－5；

在点（1，2）处，AC－B2 = 12·(－6)<0，所以
f（1，2）不是极值；
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例1    求函数f (x，y)= x3－y3+3x2+3y2－9x的极
值
解：先解方程组
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.063),(

,0963),(
2

2

yyyxf

xxyxf

y

x

求得驻点为(1，0),(1，2),(－3，0),(－3,2)

求出二阶偏导数
fxx(x，y) = 6x+6，fxy(x，y)=0，fyy(x，y)=－6y+6

在点（－3，0）处，AC－B2 =－12·6<0，所以
f（－3，0 ）不是极值；

在点（－3，2）处，AC－B2 =－12·(－6)>0，
又 A < 0，所以函数在（－3，2）处有极大值

f（－3，2）=31
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5  多元函数的最值

依据: (1)如果f (x，y)在有界闭区域D上连续，则

f (x，y) 在D上必定能取得最大值和最小值。

一般方法: 求f (x，y)在D内的驻点，将f (x，y)在所

有驻点及偏导数不存在的点的函数值, 在D的边界上

的最大值和最小值相比较，其中最大的就是f (x，y)
在D上的最大值，最小的就是最小值。

(2)
(1) 可能极值点(驻点,不可导点)

端点

连续的一元函数在闭区间上可能最值点:
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特殊情况： 在通常遇到的实际问题中，如果根据问

题的性质，知道函数f (x，y)的最大值（最小值）一

定在D的内部取得，而函数在D内只有唯一驻点，那

末可以肯定该驻点处的函数值就是函数f (x，y)在D上

的最大值（最小值）。

其中f(x，y)在D的边界上的最值通常可化为一元

函数的最值问题（或化为条件极值问题）。有时计

算往往较复杂。

D






转化为一元函数

区域 内： 求驻点

可能最值点

偏导数不存在的点

边界：
或用条件极值
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例 2     求二元函数 )4(),( 2 yxyxyxfz −−==  
 在直线 6=+ yx ， x轴和 y轴所围成的闭区域D
上的最大值与最小值. 
解 先求函数在D内的驻点， 

x

y

o

6=+ yx
D

解方程组







=−−−=′
=−−−=′

0)4(),(
0)4(2),(

22

2

yxyxxyxf
yxyxxyyxf

y

x

得区域D内唯一驻点 )1,2( , 且 4)1,2( =f . 

0, 0, 6D x y x y> > + <内：

0( ) 2, 1x x y= = =舍去，或


例2     求二元函数
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在边界 6=+ yx 上，即 xy −= 6
于是 )2)(6(),( 2 −−= xxyxf ,

由 02)6(4 2 =+−=′ xxxfx , 

,2|6 4=−=⇒ =xxy ,64)2,4( −=f

 比较后可知 4)1,2( =f 为最大值, 64)2,4( −=f 为最小值. 

x

y

o

6=+ yx
D

再求 ),( yxf 在D边界上的最值， 

  在边界 0=x 和 0=y 上 0),( =yxf , 

(0,6) 0f =

]6,0[∈x

例 2     求 )4(),( 2 yxyxyxfz −−== 在直线

6=+ yx ，x轴和 y轴所围的闭区域D上的最值. 

1

2

0,
4

x
x
=

=

得： 06 | 6,xy x =⇒ = − =

(6,0) 0f =另外一个端点的函数值


在边界
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例2     求
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例3  某厂要用铁板做成一个体积为2m3的有盖长方体

水箱。问长、宽、高各取怎么样的尺寸时，才能使用
料最省.

解：设水箱的长为x m，宽为y m，则其高应为 m
xy
2

),22(2
xy

x
xy

yxyA +⋅+=

即 ).0,0(   )22(2 >>++= yx
yx

xyA

可见材料面积A是x和y的二元函数，这就是目标函数，
下面求使函数取得最小值的点(x，y)

令 ,0)2(2 2 =−=
x

yAx .0)2(2 2 =−=
y

xAy

解这个方程组，得 ,23=x .23=y

此水箱所用材料的面积
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根据题意可知，水箱所用材料的最小值一定存在，
并在开区域D：x>0，y>0内取得.

)2,2( 33

,23=x 3 2=y
3 2 3 2

33 22
2
⋅

3 2=

又函数在D内只有唯一的驻点

因此可断定当 A取得最小值

水箱所用的材料最省。

当水箱的长为 宽为

高为

例3  某厂要用铁板做成一个体积为2m3的有盖长方体水

箱。问长、宽、高各取怎么样的尺寸时，才能使用料
最省.



19

二、条件极值、拉格朗日乘数法

实际问题中，有时会遇到对函数的自变量另有附

加条件的极值问题，这类极值称为条件极值。

1．引入

无条件极值：若对于函数的自变量，除了要限制

在函数的定义域内以外并无其他条件

例3  某厂要用铁板做成一个体积为2m3的有盖长方体

水箱。问长、宽、高各取怎么样的尺寸时，才能使用
料最省. ,x y z设长宽高分别为 ，

2( )S xy yz xz= + +数求目标函

=2V xyz=在条件 下的最值
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问题：（1）并不总是可化成无条件极值

（2）即使能化，但这个无条件极值问题的求
解可能困难

希望：找到一种直接求解条件极值的方法，而不必
化为无条件极值问题。

拉格朗日乘数法就是解决这一问题的有效方法。

2( )S xy yz xz= + +数求目标函

=2xyz在条件 下的最值

2z
xy

=

2 22( )S xy y x
xy xy

= + ⋅ + 2 22( )   ( 0, 0)xy x y
x y

= + + > >
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在条件

2．探求方法

)2(          0),( =yxϕ
下取得极值的必要条件。

假设在(x0，y0)的某一邻域内f (x，y)与 ϕ (x,y)
均有连续的一阶偏导数，而 ϕy(x0 ,y0 ) ≠ 0 ，由隐函数

存在定理可知，方程（2）确定一个单值可导且具有

连续导数的函数 y=ψ(x),将其代入（1）式，结果得到

一个自变量为x的函数z=f[x,ψ(x)]. (4)

如果函数（1）在(x0，y0)取得所求的极值，

)3(.0),( 00 =yxϕ

寻求函数 z=f (x，y)            (1)

首先有
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函数（1）在(x0，y0)取得所求的极值，相当于函数
（4）在x= x0取得极值

由(2), 用隐函数求导公式，有 .
),(
),(

00

00
0 yx

yx
dx
dy

y

x
xx ϕ

ϕ
−==

( , ) (1)
( , ) 0 (2)

z f x y
x yϕ

=

=

目标函数

条件方程

0
0,      (5)x x

dz
dx = =

00 0 0 0( , ) ( , ) x xx yf x y f x dy
dx

y == +

( )y xψ⇒ =
( , ( )) (4)z f x xψ=

0 0
0

0
0

0
0 0

( , )( ,
( ,

) ( , ) 0         
)

  (6)x
y

y
x x y

x y
f x y f x y ϕ

ϕ
=−
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0 0
0

0
0 0

0
0

( , )( , ( , )
( ,

) 0          
)

 (6)y
y

x
xf x x yf x

x y
y y

ϕ
ϕ

=−

(1)
(

( , )
( , ) 0 2)

z f x y
x yϕ
=

=

目标函数

条件 ( )y xψ⇒ =

( , ( () 4))z f x xψ=

（3）、（6）两式就是函数（1）在条件（2）下在
(x0，y0)取得极值的必要条件。

0 0

0 0

( , )
( , )

y

y

f x y
x yϕ

λ= −设

0 0( , ) (30 )x yϕ =

0 0 0 0( , ) ( , ) 0y yf x y x yλϕ⇔ =+

0 0 0 0( , ) ( , ) 0 (6)x xf x y x yϕλ =+
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=
=+
=+

)7(      
.0),(

,0),(),(
,0),(),(

00

0000

0000

yx
yxyxf
yxyxf

yy

xx

ϕ
λϕ
λϕ

容易看出，（7）中的前两式的左端正是函数

),(),(),( yxyxfyxF λϕ+=

的两个一阶偏导数在(x0，y0)的值，其中λ是一个待
定常数。

( , )
( , ) 0

z f x y
x yϕ

=

=

目标函数

条件
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拉格朗日乘数法:
),(),(),( yxyxfyxF λϕ+=

求其对x与y的一阶偏导数，并使之为零，然后与方程
（2）联立起来：









=
=+
=+

)8(        
.0),(

,0),(),(
,0),(),(

yx
yxyxf
yxyxf

yy

xx

ϕ
λϕ
λϕ

由这方程组解出x，y及λ，则其中x，y就是函数
f (x，y)在附加条件ϕ(x,y)=0下的可能极值点的坐标。

其中λ为某一常数。

先构造辅助函数

(1)( , )
( , ) (2)0

z f x y
x yϕ
=

=

求目标函数

在条件 下的可能极值
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拉格朗日乘数法解题步骤:

),(),(),( yxyxfyxF λϕ+=

（3）

( , ) ( , ) 0,
( , ) ( , ) 0,

( , ) 0.

x x

y y

f x y x y
f x y x y

x y

λϕ
λϕ

ϕ

 + =


+ =
 =

（4）解出x，y及λ

（2）构造辅助函数

1 ( , ) ( , ) 0z f x y x yϕ= =（ ）找出目标函数 和条件

5 ( )x y（ ）判断可能极值点 ， 是否为最值点
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(1) 这种方法还可以推广到自变量多于两个情况
例如，要求函数 u=f (x，y，z)在附加条件

( , , ) 0x y zϕ = 下的极值

3．推广

可以先构造辅助函数

( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z f x y z x y zλϕ= +










=
=+

=+
=+

)8(        

.0),,(
,0),,(),,(

,0),,(),,(
,0),,(),,(

zyx
zyxzyxf

zyxzyxf
zyxzyxf

zz

yy

xx

ϕ
λϕ

λϕ
λϕ求满足：

的解
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(2)这方法还可以推广到自变量多于两个而条件多于
一个的情况
例如，要求函数 u=f (x，y，z，t)在附加条件

( , , , ) 0, ( , , , ) 0       (9)x y z t x y z tφ ψ= =
下的极值，可以先构造辅助函数

),,,,(),,,(),,,(),,,( 21 tzyxtzyxtzyxftzyxF ψλϕλ ++=

其中λ1，λ2均为常数，求其一阶偏导数，并使之为零
，然后与（9）中的两个方程联立起来求解，这样得
出的x、y、z、t就是函数f(x，y，z，t)在附加条件(9)
下的可能极值点
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例1  求表面积为a2而体积为最大的长方体的体积。

解：设长方体的三棱长为x，y，z，则问题就是在
条件

2( , , ) 2 2 2 0     (10)x y z xy yz xz aϕ = + + − =
下求函数 V = xyz (x>0，y>0，z>0)的最大值。

构成辅助函数

求其对x，y，z的偏导数，并使之为零，得到

)11(
0)(2
0)(2
0)(2









=++
=++
=++

yxxy
zxxz
zyyz

λ
λ
λ

F(x，y，z)= xyz+λ(2xy+2yz+2xz－a2)，
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因 x，y，z 都不为零，所以由（11）可得 x = y = z

将此代入（10）式，便得 ,
6
6 azyx ===

2( , , ) 2 2 2 0     (10)
2 ( ) 0 (11) 1
2 ( ) 0 (11) 2
2 ( ) 0 (11) 3

x y z xy yz xz a
yz y z
xz x z
xy x y

ϕ
λ
λ
λ

 = + + − =
 + + = −


+ + = −
 + + = −

这是唯一可能的极值点，由问题本身可知最大值一

定存在，所以最大值就在这个可能的极值点处取得，

.
36

6 3aV =最大体积为
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的最大体积。

的长方体求内接于椭球面例 12 2

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

解：设M(x，y，z)是所求长方体在第一卦限的顶点的

坐标，

下的最大值问题。12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

构造辅助函数
2 2 2

2 2 2( , , ) 8   1  ,  x y zL x y z xyz
a b c

λ
 

= + + + − 
 

则问题化为求函数 V = 8xyz 在条件 ：

求其对x，y，z的一阶偏导数并使之为零，再与条
件方程联立，有
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=++

=+

=+

=+

1

028

028

028

2

2

2

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

c
zxy

b
yxz

a
xyz

λ

λ

λ

由其中的前3个方程可推出

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

==

（因为λ≠0，否则xyz=0与题意不合），得

而依题意知体积最大的内接长方体存在,
3

,
3

,
3

czbyax ===

.
9

38
max abcV =故内接长方体最大体积为

是唯一的可能极值点，

2 2 2

2 2 2

( , , ) 8

  1  ,  

L x y z xyz

x y z
a b c

λ

=

 
+ + + − 
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面距离最近、远的点。

的交线上与与柱面求平面例

xoy

yxzyx 11
543

3 22 =+=++

解法一： 设P(x，y，z)是交线上的一点，该点到xOy平
面的距离为| z |。由于点P在柱面x2+y2=1上，所以有

| x |≤1，| y |≤1， 于是

.0)
4
1

3
11(5)

43
1(5 >−−≥−−=

yxz

问题化为求函数d(x，y，z)=z在条件

下的最值问题01
543

,0122 =−++=−+
zyxyx

引入辅助函数

)1
543

()1(),,( 22 −+++−++=
zyxyxzzyxL µλ
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=−+

=−++

=+

=+

=+

)5(      01

)4(    01
543

)3(          0
5

1

)2(     0
4

2

)1(     0
3

2

22 yx

zyx

y

x

µ

µλ

µλ

由（3）得μ=－5，代入（1）（2）得 .
8
5,

6
5

λλ
== yx

将其代入（5）可得 ,
24
25

±=λ

时，当
24
25

=λ
12
35,

5
3,

5
4

=== zyx

时，当
24
25

−=λ 12
85,

5
3,

5
4

=−=−= zyx

)1
543

(

)1(

),,(
22

−+++

−++

=

zyx
yx

zzyxL

µ

λ ⇒
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面距离最近、远的点。

的交线上与与柱面求平面例

xoy

yxzyx 11
543

3 22 =+=++

时，当
24
25

=λ
12
35,

5
3,

5
4

=== zyx

时，当
24
25

−=λ
12
85,

5
3,

5
4

=−=−= zyx

所以交线上距离xOy平面距离最近的点坐标
为

)
12
35,

5
3,

5
4( 距离最远的点坐标为

4 3 85( , , )
5 5 12

− −



36

解法二： 2 21 1
3 4 5
x y z x y+ + = + =平面 与柱面 交线

5(1 )
3 4
x yz = − −上的竖坐标为

2 25(1 ) 1
3 4
x yz x y= − − + =求函数 在条件 下的最值

求交线上点与xoy平面的距离可转化为

面距离最近、远的点。

的交线上与与柱面求平面例

xoy

yxzyx 11
543

3 22 =+=++

引入辅助函数 )1()
43

1(5),( 22 −++−−= yxyxyxL λ
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)1()
43

1(5),( 22 −++−−= yxyxyxL λ

解方程组

2 2

5 2 0
3
5 2 0
4

1 0

x

y

L x

L y

x y

λ

λ

 = − + =

 = − + =


+ − =


时，当
24
25

=λ
12
35,

5
3,

5
4

=== zyx

时，当
24
25

−=λ
12
85,

5
3,

5
4

=−=−= zyx

25 ,
24

λ = ±得

所以交线上距离xOy平面距离最近的点坐标
为

)
12
35,

5
3,

5
4( 距离最远的点坐标为

4 3 85( , , )
5 5 12

− −
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例4  求z= x3+y3在D：x2+y2≤1上的最大值和最小值。

解：函数z= x3+y3在有界闭区域 x2+y2≤1上一定可取
得最大值和最小值

求驻点

2

2

3 =0

3 =0

z x
x
z y
y

∂ =∂
 ∂ =
 ∂

唯一驻点为(0，0)。
该点的函数值为z(0，0)=0 

在D的边界上求z=x3+y3的极值.

引入辅助函数
3 3 2 2( , ) ( 1)L x y x y x yλ= + + + −

用拉格朗日乘数求解，

2 2{( , ) : 1}x y x y+ <区域内部 ：

2 2 =1x y+条件：
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得









=+
=+=
=+=

）（

）（

）（

31
2023
1023

22

2

2

yx
yyL
xxL

y

x

λ
λ

0, 1; 0, 1x y y x= = ± = = ±

或
2
2

±== yx
计算这些点的函数值:

2 2 2 2 2 2( , ) , ( , )
2 2 2 2 2 2

z z= − − = −

所以 最大值为1，最小值为－1。

例4  求z= x3+y3在D：x2+y2≤1上的最大值和最小值。

(1) (2)y x× − ×

( ) 0xy x y⇒ − =

又 z(0，0)=0 

(0 1) (1 0) 1 ( 1 0) (0 1) 1z z z z= = − = − = −， ， ， ， ，
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例4  求z= x3+y3在D：x2+y2≤1上的最大值和最小值。

2 2

3 3

D x y
z x y= +

解法二： 在 的边界 + =1上求

的极值 cos , sinx yθ θ= =令

3 3 3 3(cos ) (sin )z x y z θ θ= + = +把 转化为一元函数

求极值

D






转化为一元函数

区域 内： 求驻点

可能最值点

偏导数不存在的点

边界：
或用条件极值
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